EGZAMIN ZE WSTEPU DO MATEMATYKI — CZESC TESTOWA
ODPOWIEDZI WRAZ Z KROTKIMI UZASADNIENIAMI

01.02.2024

Punktacja: 0.5 pkt za poprawna odpowiedz na kazdy podpunkt + bonus 0.5 pkt za wszyst-
kie trzy poprawne odpowiedzi w zadaniu. Prosimy o udzielenie odpowiedzi na zataczonym
arkuszu odpowiedzi.

Zadanie 1. Niech Aj, As, A3, A4 beda zbiorami takimi, ze A; U Ay U A3 U Ay = {0,1,2,3}
oraz dla kazdych i, 5 € {1,2,3,4} zachodzi |A; N A;| = min{i, j}. Oblicz

a) |P(A4)],
16. Mamy |A4| = |Ay N Ayl = 4, wiee |P(Ag)| = 2* = 16.
b) [A; N Ay N AN Ay,
1. Zauwazmy, ze |A;| = |A; N Ay| = 1 oraz podobnie |As| = 2, |A3] = 3, |A4] = 4.
Skoro |A; N Ay] =1, to Ay N Ay = A;. Podobnie A; N A3 = Ay oraz Ay N A;. A zatem
A] mA2ﬂA5ﬂA4:A]

¢) moc zbioru wszystkich funkeji ze zbioru Ay w zbior As.

9. Wiemy juz, ze |Ay| = 21 |A3] = 3, zatem |A§2| =32 = 0.

Zadanie 2. Niech Py, (Z) oznacza rodzine wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru liczb
catkowitych. Czy wowczas

a) Pan(Z) = 7>< D[—k:,k:] mZ) ?

k=0

Nie. Ureyl—k. k| NZ = Z, zatem P < Uieol—k, kI N Z) =P(Z) 2 Pun(Z).

) Pen(Z U’P ~k, kK| NZ) ?

Tak. Podzbiér A C Z jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony, tj.
zawiera sie w zbiorze [—k, k] N Z dla pewnego k € N, a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy
nalezy do prawej strony badanej rownosci.



¢) Ppn(Z <U7’ oo/mz) (UP —k,+00) mz)>

Tak. Podzbior A C Z jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z gory
i ograniczony z dotu, tj. zawiera sie w zbiorze (—oo, k] N 7Z dla pewnego k € N oraz w
zbiorze [—k, 00) dla pewnego k € N, a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do prawej
strony badanej rownosci.

Zadanie 3. Niech F' = {(A, (N A UA)): ACP(N), A# @}. Czy zbior F jest
a) podzbiorem zbioru P(P(N)) x (P(N) x P(N))?

Tak, dla A C P(N), A 7 @ mamy A € P(P(N)) oraz (A,UA € P(N). Zatem
(NAUA) € PN) x P(N), i (A (VA UA) € P(PN)) x (P(N) x P(N)).

b) funkcjg ze zbioru P(P(N)) w zbior P(N) x P(N)?

Nie. Chociaz latwo sprawdzi¢, ze jest to funkcja ze zbioru P(P(N)) \ {&} w P(N) x
P(N), to @ ¢ Dp, zatem nie jest to funkcja ze zbioru P(P(N)) w zbior P(N) x P(N).

¢) funkcja réznowartosciowa?

Nie. Mamy na przyktad F({{0},{1,2}) = (2,{0,1,2}) = F({{0, 1},{2}).

Zadanie 4. Niech funkcja f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = e*. Czy rodzina
{gERR:gofzidR}
jest

a) jednoelementowa?

Nie. Niech h: (=00, 0] — R bedzie dowolna funkcja. Wtedy funkcja g,: R — R zadana

wzorem
h(y yedy y <0
9n(y) = {1 )
ny, wpp.
spetnia warunek go f = idg. Oczywiscie [R(->%| = [{0, 1}¥| > ¢ oraz funkcja F': R(=>0 —

{g ERR:gof= idR} zadana wzorem F'(h) = g, jest roznowartosciowa. Zatem badany
zbiér réwniez ma moc wieksza niz continuum.

b) mocy continuum?
Nie. Patrz wyzej.
¢) mocy wiekszej niz continuum?

Tak. Patrz wyzej.



Zadanie 5. Czy dla dowolnego zbioru X, dowolnej funkcji f: X — X i dowolnych zbiorow
AB,CC X

a) f[(AUB)\ C] = (fIAJU f[B]) \ fICT?

Nie. Np. niech f: {0,1} — {0,1} bedzie funkcja stale rowna 0 oraz niech A = {0},
B=g,C={1}. Wtedy (AUB)\C = {0}, f[(AUB)\C] = {0}, f[4] = {0}, f[B] = 2,
fler=A0}, (f[AJU fIBD\ fIC] = @.

b) fILAUB)\ C] € (flA]U f[B]) \ fIC]?
Nie. Patrz wyzej.

c) fHAUB)\C] = (fHAJU B\ £ C)?

Tak. Na mocy twierdzen z wyktadu operacje na zbiorach zachowuja przeciwobraz w
dowolnej funkc;ji.

Zadanie 6. Niech A = {r € R: 72 € Q}. Rozstrzygnij dla kazdego z nastepujacych zbiorow,
czy jest przeliczalny, mocy continuum, czy mocy wiekszej niz continuum.

a) zbior potegowy zbioru wszystkich nieskonczonych ciagéow o wyrazach w zbiorze A.

> ¢. Rzeczywiscie |A| = |N|, bowiem funkcja F': Q — A zdefiniowana wzorem
dlag>0
Flg={Y?_ wCni=
—v—4q , WpD.

jest bijekcja oraz |Q| = |N|. W takim razie |AY| = |NY| = ¢ oraz |P(AY)| > «.
b) zbior wszystkich nieskonczonych ciagow zbieznych do 0 o wyrazach w zbiorze A.

¢. Zauwazmy, podobnie jak wyzej, ze |AN[0,1]| = |N|. Mamy zatem [(AN [0, 1])N] = ¢.
Funkcja F prowadzaca ze zbioru (A N[0, 1])Y w zbiér wszystkich nieskoriczonych ciggow
zbieznych do 0 o wyrazach w zbiorze A zdefiniowana tak, ze F({(Z,)nen) = (n/2")nen
jest réznowartosciowa.

¢) zbior potegowy zbioru wszystkich nieskonczonych statych ciagow o wyrazach w zbiorze A.

¢. Oczywiscie zbior wszystkich nieskoniczonych statych ciggéw o wyrazach w zbiorze A
jest rownoliczny z A, a zatem jego zbior potegowy jest rownoliczny z P(A) oraz |P(A)| =
PN)| = ¢



Zadanie 7. Dla A C P(N) oraz m € N definiujemy
Bam ={f € N": Vpenf(n) <2024 A JacaVieaf (k) <m}.

Rozstrzygnij, czy zbioér B4, jest skoniczony, przeliczalny, czy nieprzeliczalny dla:
a) A={{keN: k>j}:jeNAj <2024}, m =

Skonczony. Zauwazmy, ze jesli f € B, to dla pewnego j < 2024, i dla kazdego k > j,
f(k) = 0. Zatem dla kazdego k& > 2024, f(k) = 0. Skoro ponadto dla kazdego n € N
f(n) <2024, mamy |Bg,,| < 202420% - jest skoriczony.
b) A= {{keN:k>2024}}, m =1,
Nieprzeliczalny. Zauwazmy, ze {0, 1} C By .

) A={{k eN: k>j}: j € NAj>2024}, m =

Przeliczalny. Zauwazmy, ze jesli f € Bam, to istnieje j € N, ze dla kazdego k > 7,
f(k) = 0. Zatem moc zbioru B, jest nie wieksza niz moc zbioru wszystkich skornczonych

ciagach o wyrazach w zbiorze {0,...,2024}, a wiec co najwyzej przeliczalna. Ale dla
kazdego k € N ciag fj zdefiniowany jako
. 1 ,dlan<k
-
, WPp

jest elementem B4y, czyli jest to zbiér nieskonczony, a zatem przeliczalny.

Zadanie 8. Dla relacji rownowaznosci r na zbiorze P(N) zdefiniujmy F,: P(N) — P(N)
wzorem

F(A)=J4, daACN.

a) Czy istnieje taka relacja rownowaznosci r na P(N), ze F, jest funkcja na P(N)?

Tak, jesli r jest relacja rownosci na zbiorze P(N), to dla kazdego A € P(N), [A], = {4}
oraz F.(A) = J{A} = A jest wobec tego funkcja ,na’”.

b) Czy dla kazdej relacji rownowaznosci r na P(N), F, jest funkcja na P(N)?

Nie. Jesli r jest relacja pelna, czyli r =
mamy [A], = P(N), zatem F(A) = JP(N
Rp, = {N} # P(N).

¢) Jaka jest moc zbioru wszystkich relacji rownowaznosci r na P(N), ze F, jest funkcja
roznowarto$ciowa?

P(N) x P(N), to dla kazdego A € P(N)
) = N. W takim razie w tym przypadku

1. Jedynie relacja rownosci ma te ceche. Rzeczywiscie, zalozmy, ze r jest taka, ze F). jest
funkcja roznowartosciowa. Zatozmy tez, ze (A, B) € r dla pewnych A, B € P(N). Wtedy
[A], = [B],, a zatem F(A) = F(B), czyli A = B.



Zadanie 9. Niech ~ bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze QY zdefiniowana nastepujaco
f~g <= Vanlf(n)=lg(n)|  daf,geQ,

gdzie |z| oznacza wartos¢ bezwzgledna z liczby x. Czy prawda jest, ze:

a) jesli f € QY jest ciagiem, dla ktorego istnieje m € N takie, ze dla kazdego n > m zachodzi
f(n) =0, to |[f]~] < |NJ?

Tak. Jesli g € [fl~, czyli g ~ f to dla kazdego n > m, |g(n)| = |f(n)| = 0, czyli
g(n) = 0 dla n > m. Ciagdéw speliajacych ten warunek jest przeliczalnie wiele, wiec
badana klasa abstrakcji jest co najwyzej przeliczalna.

b) dla kazdego k € N istnieje f € QY, ze |[f]~| = 2¥?
Tak. Niech f € NY bedzie zdefiniowany jako
1 ,dlan<k
0, wpp

Wtedy klasa abstrakeji [f]~ jest zbiorem wszystkich ciagoéw g takich, ze dlan < k g(n) €
{—1,1} oraz dla n > k, g(n) = 0. Ciagéw takich jest 2.

c) |QV/ ~|=|R|?
Tak. Oczywiscie |QY/ ~ | < |QY] = |R|. Z drugiej strony funkcja F': NN — QV/ ~,
taka, ze F(f) = [f]~ jest roznowartosciowa, wiec |QY/ ~ | > |NN| = |R].
Zadanie 10. Niech C bedzie najmniejsza (w sensie zawierania) relacja czesciowo porzadku-
jaca zbior X = {0,1,2,3,4,5}, zawierajaca zbior
{(0,1),{0,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,5), (4,5)}.

Czy prawda jest, ze:
a) elementy 01 5 sg nieporownywalne w relacji C7

Nie. Mamy 0 C 1 £ 3 C 5.
b) w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, C) istnieje element najwiekszy?

Tak. Tym elementem jest 5. Rzeczywiscie0 C 1 £ 3 E 5, wiec0,1,3 CE 5oraz2 E 4 C 5,
wiec 2,4 C 5.

c¢) kazdy zbior A C X ma w tym porzadku kres gorny?

Nie. Kontrprzyktad stanowi zbior {1,2}. Zbior jego ograniczen gornych to {3,4,5}.

Nie ma on jednak elementu najmniejszego, bowiem 3 C 5 oraz 4 C 5, ale 3 i 4 sa

nieporownywalne w porzadku C.



Zadanie 11. Niech (X, <) bedzie niepustym zbiorem liniowo uporzadkowanym, w ktorym
kazdy wtasciwy odcinek poczatkowy ma kres gorny. Czy wynika stad, ze porzadek < zbioru
X jest

a) gesty?
Nie. Zbior (N, <) spelnia warunki postawione w zadaniu, a nie jest gesty.
b) zupelny?

Tak. Niech A C X bedzie zbiorem ograniczonym z gory w porzadku (X, <) spelnia-
jacym warunki zadania. Wtedy O = {z € X: J,caz < a} jest wlasciwym odcinkiem
poczatkowym. Niech m = sup O. Skoro A C O, m jest ograniczeniem goérnym zbioru A.
Zalozmy, ze n < m jest tez ograniczeniem gornym A. Wtedy dla z € O, istnieje a € A,
ze x < a, ale a < n, zatem x < n i dostajemy, ze n jest ograniczeniem O, a zatem n = m.
Wobec tego m jest kresem goérnym zbioru A. Zatem badany porzadek jest zupeiny.

c¢) dobry?

Nie. Zbior [0, +00) ze standardowym porzadkiem spetnia warunki postawione w zada-
niu, a porzadek ten nie jest dobry.

Zadanie 12. Rodzine Y C P(R) nazywamy ciekawa, jesli [ JU = R, ale dla kazdych A;, A, €

U zachodzi Ay U Ay # R. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ciekawych rodzin. Czy prawda

jest, ze

a) {{r}: r € R} jest ciekawa rodzina, ktora jest minimalnym elementem w zbiorze czesciowo
uporzadkowanym (X', C)?

Tak, oczywiscie A = {{r}: r € R} jest cickawa rodzina. Jesli Y C A jest ciekawa
rodzing, to |JU = R, wiec dla kazdego r € R istnieje X € A, ze r € X. A zatem dla
kazdego r € R, {r} e U, czylid = A.

b) zbior cze¢sciowo uporzadkowany (X, C) jest izomorficzny ze zbiorem (P(R), C)7

Nie. W zbiorze (P(R), C) istnieje element najmniejszy, czyli @. W zbiorze (X', C) taki
element nie istnieje. Rzeczywiscie {(—o0,0), {0}, (0,00)} jest przykladem elementu mini-
malnego, ktory jest inny niz ten wskazany w poprzednim podpunkcie.

¢) w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, C) istnieje element maksymalny?

Tak. W porzadku tym kazdy taricuch ma ograniczenie gérny. Rzeczywiscie, jesli L C X
jest taricuchem, to |J £ € X, bowiem oczywiscie | J|J L = R oraz jesli X1, Xy € [JL, to
X1 €U, € L oraz Xy € Uy € L. Bez straty ogolnosci mozemy zatozyé, ze U; C Us, zatem
X1, Xy € Uy, czyli X7 U Xy # R. Zatem na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w tym
porzadku istnieje element maksymalny.



